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магнитного поля, когда в среде возможно распространение неустойчивых 
быстрых и медленных магнитоакустических волн. 
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Целью работы является разработка метода синтеза оптимального регуля-
тора для колебательной системы с двумя степенями свободы, описывающей 
малые колебания относительно ее программного движения или состояния по-
коя. Для решения данной задачи используются принцип динамического про-
граммирования Беллмана и теория аналитического конструирования оптималь-
ных регуляторов (АКОР) Летова [1].  Рассматриваемые методы предлагается 
использовать совместно с методом усреднения [2]. Такой подход позволяет по-
низить размерность задачи и, тем самым, значительно упростить ее решение.  
Рассматриваются колебательные системы, поведение которых описывает-












  (1) 
где x  - n -мерный вектор переменных состояния системы, A  и C  - известные 







dxxQ ,  - 
вектор-функция возмущений, действующих на систему; m  - матрица, опреде-
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ляющая структуру управляющего устройства в конкретной задаче; u  - скаляр-
ное  управление. 
Предполагается, что для системы (1) выполнены условия управляемости 
и наблюдаемости [3].  
Решается задача определения оптимального управления системой (1) 0u  с 
целью демпфирования колебаний, то есть решается задача о переводе системы 
в начало координат.  Причем оптимальность управления u  понимается в смыс-
ле минимума квадратичного функционала  
   ,0 2  k
t T dtcuKaKJ   (2) 
где a  - положительно определенная матрица весовых коэффициентов для оши-
бок управления, 0ñ  - весовой коэффициент для управления, K  - вектор ам-
плитуд колебаний,  T  - знак транспонирования, kt  - время перехода. 
Применение метода усреднения к системе (1) предполагает замену пере-






















где   - вектор фаз колебаний. 
Применяя стандартную процедуру перехода к переменным «амплитуды – 
фазы», получим дифференциальные уравнения для новых переменных 
   ,)(, uYKXdt
dK
   (4) 





где вид функций известен.   
Согласно принципу динамического программирования Беллмана, сфор-
мулированному для непрерывных динамических систем, оптимальное управле-
ние определяется из условия [1] 


































u  (6) 
где  ,KW  - производящая функция. 
Подставляя систему (4), (5) в условие (6) и собирая вместе слагаемые, за-
висящие от управления, получим функцию 


































H  нетрудно определить опти-
мальное управление 
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  (8) 
Оптимальное управление 0u  найдено с точностью до производящей 
функции  ,KW . Для определения дифференциального уравнения для этой 
функции необходимо подставить выражение (8) в условие (6), тогда 





















































T  (9) 
Для решения уравнения (9) предлагается применить метод усреднения, 
который заключается в поиске решения в виде асимптотических рядов. Под-
ставляя известные формулы метода усреднения в уравнение (9) и усредняя это 
уравнение по фазам 0i  ( ni ,...1 ) и удерживая слагаемые только порядка  , по-
лучим 






































где оператор ...  есть стандартный оператор усреднения. 
Уравнение (10) существенно проще исходного уравнения (9), так как сла-
гаемые в него входящие зависят только от амплитуд и не зависят от фаз, при-
чем, то же самое справедливо и для производящей функции  00 KW .  
Для обеспечения динамической устойчивости точки равновесия колеба-
тельной системы 0
dt
dxx  функция  00 KW , удовлетворяющая уравнению 
(10), должна быть положительно определенной. В этом случае функцию 
 00 KW  можно рассматривать как функцию Ляпунова, обеспечивающую устой-
чивость решения 00 K  для усредненной системы [4].  
Здесь надо отметить, что с учетом соотношений (8) и (10) оптимальное 
управление в первом приближении можно записать в виде  



























то есть слагаемые пропорциональные   можно не учитывать, так как при под-
становке (11) в уравнение для амплитуд (4) эти члены изменяют только второе 
приближение метода усреднения. 
Рассмотрим колебательную систему в форме (1) с двумя степенями сво-
боды при наличии линейных возмущений, т.е  когда 2n  и 
dt
dxRQ  . Усред-
нение двухчастотной системы позволяет представить результаты анализа коле-
баний в наглядной форме с помощью метода фазовой плоскости в координатах 
 0201 , KK  [5].  
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Из приближенного уравнения для производящей функции  00 KW  следу-
ет, что для ее определения в первом приближении достаточно рассмотреть 
только уравнения амплитуд (4). Эти уравнения для случая 2n  имеют вид 
      .sin 12221141  umQNumQNdt
dK
 (12) 
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Здесь матрица собственных векторов невозмущенной системы представ-










V , где 2,1  - коэффициенты форм колебаний. Полное 
преобразование к переменным «амплитуды – фазы» для двухчастотной систе-
мы вида (1) приводится в [5].  
После перехода к переменным «амплитуды-фазы», формула для опреде-








































полученных путем подстановки функции Ляпунова  00 KW  в уравнение (10) и  
приравнивании к нулю коэффициентов при 21K , 
2
2K , 21 KK , а коэффициенты 
11 , 12 , 21 , 22  определяются из вида возмущающей функции Q . Нетрудно 
показать, что 012 A .  При использовании положительных корней уравнений 
(15), (16) для 11A  и 22A  будут выполняться условия Сильвестра, что обеспечи-
вает асимптотическую устойчивость усредненной системы. 
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Учитывая, что  
 
   






























запишем управление в исходных координатах 
 ,2211
0 xpxpU    (18) 
где коэффициенты  
   






































Таким образом, применение метода усреднения в сочетании с методом 
динамического программирования Беллмана позволило получить аналитиче-
ское решение (18) для оптимального управления системой (1). 
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CРАВНЕНИЕ АЛГОРИТМОВ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ, ОСНОВАННЫХ НА РЕШЕНИИ 
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ И УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
(Самарский государственный аэрокосмический университет им. академика 
С.П. Королёва (национальный исследовательский университет)) 
 
Работа посвящена сравнительному исследованию алгоритмов численного 
моделирования электромагнитного поля, основанных на использовании раз-
личных математических описаний этого поля. Описание электромагнитной 
волны в однородном пространстве осуществляется с помощью нижеследующих 
математических моделей. 
Первая модель основана на использовании уравнений Максвелла:  
